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I 基礎數學

1 代數

1.1 邏輯命題

1. 同義敘述 : 真值表相同者 , 稱為同義 。 設p 、 q 表二敘述 , ∼ p 表 p 之否定 (即非 p) , 則

(1) ∼ (p ∪ q) ≡ (∼ p) ∩ (∼ q)

(2) ∼ (p ∩ q) ≡ (∼ p) ∪ (∼ q)

(3) (p⇒ q) ≡ (∼ q ⇒∼ p) ≡ (∼ p ∪ q)
(4) (p⇔ q) ≡ (p⇒ q) ∩ (q ⇒ p)

2. 充分 、 必要 、 充要條件 :

(1) 命題 ′′ S ⇐⇒ T ′′ 為真時, 則 S 為 T 之充分條件, T 為 S 之必要條件 。

(2) 命題 ′′ S ⇐⇒ T ′′ 為真時, 則 S 與 T 互為充要條件 。

1.2 數系

1. 數系的符號 : N 表自然數系, Z 表整數系, Q 表有理數系, R表實數系, R\Q 表無理數系, C 表複數系 。

2. 設 S 不為空集合 , 且 S ⊂ R 同時 S 有上界 , 則 S 有最小上界 。 (實數的完備性)

3. 任意二相異實數之間必可找到第三個實數 。 (實數的稠密性)

1.3 基本不等式

1. a 、 b ∈ R , 則 a > b⇔ a− b > 0

2. a 、 b ∈ R , 則

{
c < 0 、 a > b⇒ ac < bc

c > 0 、 a > b⇒ ac > bc

3. a > b 且 c > d⇒ a+ c > b+ d

4. a > b > 0 、 c > d > 0 ⇒ 1

a
<

1

b
、 ac > bd

5. 算幾不等式 ( 算術平均數 ≥ 幾何平均數 )

若 a1 、 a2 、 · · · 、 an > 0 則
a1 + a2 + · · ·+ an

n
≥ n

√
a1 a2 · · · an

6. Cauchy–Schwarz 不等式 (又稱為 Cauchy–Bunyakovsky–Schwarz 不等式)

若 a1 、 a2 、 · · · 、 an ; b1 、 b2 、 · · · 、 bn 均為實數 , 則

(a21 + a22 + · · ·+ a2n)(b
2
1 + b22 + · · ·+ b2n) ≥ (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)

2
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1.4 方程式組公式解法 : (Cramer rule)

1.

{
a1x+ b1y = c1

a2x+ b2y = c2
,  =

∣∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ �= 0 , 則 x =

∣∣∣∣∣ c1 b1

c2 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣
; y =

∣∣∣∣∣ a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣

2.

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a1x+ b1y + c1z = d1

a2x+ b2y + c2z = d2

a3x+ b3y + c3z = d3

,  =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ �= 0 , 則

x =

∣∣∣∣∣∣∣∣
d1 b1 c1

d2 b2 c2

d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
 ; y =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 d1 c1

a2 d2 c2

a3 d3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
 ; z =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣


1.5 比例關係

1. 合比定理 : 若
a

b
=
c

d
, 則

a+ b

b
=
c+ d

d
或

a

a+ b
=

c

c+ d
。

2. 分比定理 : 若
a

b
=
c

d
, 則

a− b

b
=
c− d

d
或

a

b− a
=

c

d− c
。

3. 合分比定理 : 若
a

b
=
c

d
, 則

a+ b

a− b
=
c+ d

c− d
或

a− b

a+ b
=
c− d

c+ d
。

4. 等比定理 : 若
a

b
=
c

d
=
e

f
, 則

a+ c+ e

b+ d+ f
=
a

b
=
c

d
=
e

f
。

1.6 因式分解公式

1. x2 − y2 = (x− y)(x+ y)

2. x3 − y3 = (x− y)(x2 + xy + y2) 、 x3 + y3 = (x+ y)(x2 − xy + y2)

3. x4 − y4 = (x− y)(x+ y)(x2 + y2) 、 x4 + y4 = (x2 −√
2xy + y2)(x2 +

√
2xy + y2)

4. n ∈ N , xn − yn = (x− y)(xn−1 + xn−2y + xn−3y2 + · · ·+ yn−1)

5. n 為正奇數 , xn + yn = (x+ y)(xn−1 − xn−2y + xn−3y2 − · · · + (−1)n−1yn−1)

1.7 二項式

1. (x+ y)n = Cn
0 x

n + Cn
1 x

n−1y + Cn
2 x

n−2y2 + · · ·+ Cn
ny

n =
n∑

k=0

Cn
k x

n−kyk (n ∈ N)

其中 Cn
0 = 1 、 Cn

k =
n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

2. (1 + x)n = 1 + nx+
n(n− 1)

2!
x2 +

n(n− 1)(n − 2)

3!
x3 + · · · (n �∈ N ∪ {0} ; |x| < 1)
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3. Cn
k = Cn−1

k + Cn−1
k−1 (n ∈ N)

4. Cn
0 + Cn

1 + · · · + Cn
n = 2n (n ∈ N)

5. Cn
0 + Cn

2 + Cn
4 + · · · = Cn

1 + Cn
3 + Cn

5 + · · · = 2n−1 (n ∈ N)

6. Cn
1 + 2 · Cn

2 + · · · + n · Cn
n = n · 2n−1 (n ∈ N)

7. Cn
1 − 2 · Cn

2 + · · · + (−1)n−1nCn
n = 0 (n ∈ N)

1.8 有限級數和

1. 常用級數和

(1) 等差數列 {an} , 首項 a1 、 公差 d = an+1 − an , 則首 n 項和為 Sn =
n

2
(a1 + an)

(2) 等比數列 {an} ,其首項為 a1 、 公比為 r =
an+1

an
,則首 n項和為 Sn =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
na1 ; 當 r = 1

a1 − ran
1− r

; 當 r �= 1

2. 自然級數 ( n ∈ N )

(1)
n∑

k=1

k = 1 + 2 + · · · + n =
n(n+ 1)

2

(2)
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + · · ·+ n2 =
1

6
n(n+ 1)(2n + 1)

(3)
n∑

k=1

k3 = 13 + 23 + · · ·+ n3 =
1

4
n2(n+ 1)2 = (1 + 2 + 3 + · · ·+ n)2

(4)
n∑

k=1

k(k + 1) = 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ n(n+ 1) =
1

3
n(n+ 1)(n + 2)

(5)
n∑

k=1

k(k + 1)(k + 2) =
1

4
n(n+ 1)(n + 2)(n + 3)

3. 分數式級數和 ( n ∈ N )

(1)
n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

n(n+ 1)
= 1− 1

n+ 1

(2)
n∑

k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
=

1

2
(

1

1 · 2 − 1

(n+ 1)(n + 2)
)

(3)
n∑

k=1

k

(k + 1)!
=

1

2!
+

2

3!
+ · · ·+ n

(n+ 1)!
= 1− 1

(n+ 1)!

2 函數

2.1 定義

1. 設 A 、 B 為兩個非空集合, 若 A 中所有元素 , 恰有 B 中一元素對應 , 此對應的關係稱為由 A 映至 B

之函數 。 表示成 f : A→ B 或 f = f(x) 。
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2. 設 f : A→ B, 若 ∀x 、 y ∈ A 且 x �= y, 則 f(x) �= f(y) 時, f 稱為一對一函數 , 記作 1− 1 函數 。

3. 設 f : A→ B 且 f(A) = B 則 f 稱為映成函數 。

4. 設 f : A→ B 為一對一映成函數時 , 則具有反函數 f−1 : B → A 。

5. 設 D 、 E 、 F 為任意三個非空集合 , f : D → E 、 g : E → F 是二個函數 , 函數 h : D → F 定義

成 h(x) = g(f(x)) = g ◦ f(x) , 則函數 h 稱為 f 與 g 的合成函數 。

2.2 週期函數

1. 若函數 f(x) 滿足 f(x+ p) = f(x) , 則 f(x) 稱為週期函數數 , 而最小正數 p 叫做 f(x) 之週期 。

2. 若 f(x) 的週期為 p 則 f(kx) 之週期為
p

|k| (k �= 0) 。

2.3 奇偶函數

1. 若函數 f(x) 滿足 f(−x) = −f(x), 則 f(x) 稱為奇函數 。 (圖形對稱原點)

2. 若函數 f(x) 滿足 f(−x) = f(x), 則 f(x) 稱為偶函數 。 (圖形對稱 y 軸)

3. 常見的奇函數

sinx 、 tanx 、 cot x 、 sinhx 、 tanhx 、 sin−1 x 、 tan−1 x 、 x 、 x3 、 x5 、 · · ·

4. 常見的偶函數

cos x 、 coshx 、 |奇偶函數| 、 f(偶函數) 、 c(常數) 、 x2 、 x4 、 · · ·

2.4 單調函數(增減函數之總稱)

1. ∀x1 、 x2 ∈ I 若 x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2) , 則稱 f(x) 在區間 I 中為遞增函數 。

2. ∀x1 、 x2 ∈ I 若 x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2) , 則稱 f(x) 在區間 I 中為遞減函數 。

3. ∀x1 、 x2 ∈ I 若 x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2) , 則稱 f(x) 在區間 I 中為嚴格遞增函數 。

4. ∀x1 、 x2 ∈ I 若 x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2) , 則稱 f(x) 在區間 I 中為嚴格遞減函數 。

2.5 最大整數函數 (Greatest-integer function)

1. [x] 表示取不大於 x 的最大整數 。

2. 基本性質:

(1) [x] = n, 其中 n ∈ Z , 則 n ≤ x < n+ 1

(2) [[x]] = [x]

(3) [x± n] = [x]± n, 其中 n ∈ Z

(4) x− 1 < [x] ≤ x

(5) [−x] = −[x]− 1, 其中 x �∈ Z



5 第 I 部分 第 4 章 第 4.2 節 http://www.superyu.idv.tw 喻超凡數學工作室叢書 5

2.6 絕對值函數

1. |x| =
{
x ; x ≥ 0

−x ; x < 0

2. |x · y| = |x| · |y| ; |x
y
| = |x|

|y|
3. |x| − |y| ≤ |x± y| ≤ |x|+ |y| (三角不等式)

4. |x± y ± z| ≤ |x|+ |y|+ |z|

2.7 符號函數

Sgn(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

+1 ; x > 0

0 ; x = 0

−1 ; x < 0

3 多項式

定義 : 多項式乃是自變數 x 的非負整數次冪, 有限項的線性組合 。 例 : f(x) = x2 + x+ 1

3.1 多項式 f(x) = g(x)

1. f(x) 與 g(x) 所對應的同次項係數相等 。

2. 任意的 x 值代入 , 則 f(x) 與 g(x) 等值 。

3.2 餘式定理

1. 若 f(x) 為多項式 , 則 f(x) 除以 x− a 的餘式為 f(a) 。

2. 若 f(x) 為多項式 , 則 f(x) 除以 (x− a)(x− b) 的餘式為
f(a)

a− b
(x− b) +

f(b)

b− a
(x− a) 。

3. 若 f(x) 為多項式 , 則 f(x) 除以 (x− a)2 的餘式為 f(a) + (x− a)f ′(a)。

4 指數與對數函數

4.1 定義

1. 若 a > 0 且 a �= 1 、 x ∈ R 則 f(x) = ax 稱為以 a 為底之指數函數 。

2. 以a 為底之指數函數的反函數 , 稱為以 a 為底之對數函數記為 loga , 即 y = ax 則 x = loga y , 其中

y 稱為真數 。 若 a = e (e = 2.71828182845904523536 · · ·) 時 , 稱為自然對數, 表成

x = loge y = ln y 。
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4.2 指數律

設 m 、 n ∈ Z, 且 a 、 b 為非零之實數, 則

1. am · an = am+n 、
am

an
= am−n

2. (am)n = amn 、 (a · b)n = an · bn

3. a−m =
1

am
、 a0 = 1

4. m
√
an = a

n

m ( a > 0)

4.3 基本指數與對數圖形

y = ax y = ax y = loga x y = loga x

(a > 1) 增函數 (0 < a < 1) 減函數 (a > 1) 增函數 (0 < a < 1) 減函數

4.4 對數之運算

設 a 、 b > 0 , a 、 b �= 1 、 M > 0 、 N > 0

1. logeM = lnM 其中 e = 2.71828182845904523536 · · ·

2. aloga M =M 、 loga a
M =M 、 elnM =M 、 ln eM =M

3. aM = eln(a
M )

4. ln e = 1 、 ln 1 = 0 、 ln 0+ = −∞ 、 ln∞ = ∞

5. ln(MN) = lnM + lnN

6. ln
M

N
= lnM − lnN

7. lnMp = p lnM ( p ∈ R )

8. logaM =
logbM

logb a
(換底)
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4.5 對數性質

設 a 、 b > 0 , a 、 b �= 1 , 且 x > y > 0 , 則

1. (a > 1 、 b > 1) 或 (0 < a < 1 、 0 < b < 1) ⇒ loga b > 0

2. (a > 1 、 0 < b < 1) 或 (0 < a < 1 、 b > 1) ⇒ loga b < 0

3. a > b > 1 ⇒ 0 < loga b < 1

4. 1 > a > b > 0 ⇒ loga b > 1

5. 若 a > 1 時 , loga x > loga y

6. 若 0 < a < 1 時 , loga x < loga y

5 三角函數

5.1 度量

1. 弧長 s , 半徑 r , 且中心角為 θ 弳 , 則弧長 s = rθ 。

2. 中心角 θ 弳或為 αo , 則
θ

π
=

α

180
(即 π = 180o , 1 弳 = 57o) 。

3. 半徑 r , 弧長 s , 且中心角為 θ 弳的扇形 , 其面積為
1

2
r2θ =

1

2
rs 。

5.2 三角函數基本關係

1. sin θ · csc θ = 1 、 cos θ · sec θ = 1 、 tan θ · cot θ = 1

2. sin2 θ + cos2 θ = 1 、 1 + tan2 θ = sec2 θ 、 1 + cot2 θ = csc2 θ

3. tan θ =
sin θ

cos θ
、 cot θ =

cos θ

sin θ
、 sin2 θ =

tan2 θ

1 + tan2 θ
、 cos2 θ =

1

1 + tan2 θ

5.3 三角函數的函數值

1. 特別角的三角函數值

θ 0o 30o 45o 60o 90o 15o 75o 22.5o

sin θ

√
0

2

√
1

2

√
2

2

√
3

2

√
4

2

√
6−√

2

4

√
6 +

√
2

4

√
2−√

2

2

cos θ

√
4

2

√
3

2

√
2

2

√
1

2

√
0

2

√
6 +

√
2

4

√
6−√

2

4

√
2 +

√
2

2

tan θ 0
1√
3

1
√
3 ∞ 2−√

3 2 +
√
3

√
2− 1
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2. 鉛直軸加減角度函數正餘互換 , 水平軸加減角度函數不變 。 而新函數的符號視原函數所在的象限而定 。

sin(
π

2
− θ) = cos θ 、 tan(

π

2
− θ) = cot θ 、 sec(

π

2
− θ) = csc θ 。

sin(π − θ) = sin θ 、 tan(π − θ) = − tan θ 、 sec(π − θ) = − sec θ 。

3. 三角函數的符號 :

(1) sin θ 、 csc θ 在第1及第2象限為正值 , 第3及第4象限為負值 。

(2) cos θ 、 sec θ 在第1及第4象限為正值 , 第2及第3象限為負值 。

(3) tan θ 、 cot θ 在第1及第3象限為正值 , 第2及第4象限為負值 。

5.4 複角三角函數

1. sin(α± β) = sinα cos β ± cosα sin β

2. cos(α± β) = cosα cos β ∓ sinα sin β

3. tan(α± β) =
tanα± tan β

1∓ tanα tan β

5.5 倍角三角函數

1. sin 2θ = 2 sin θ cos θ

2. cos 2θ = cos2 θ − sin2 θ = 2cos2 θ − 1 = 1− 2 sin2 θ

3. tan 2θ =
2 tan θ

1− tan2 θ
、 sin 2θ =

2 tan θ

1 + tan2 θ
、 cos 2θ =

1− tan2 θ

1 + tan2 θ

4. sin 3θ = 3 sin θ − 4 sin3 θ 、 cos 3θ = 4cos3 θ − 3 cos θ

5.6 半角三角函數

1. sin
θ

2
= ±

√
1− cos θ

2
、 cos

θ

2
= ±

√
1 + cos θ

2

2. tan
θ

2
= ±

√
1− cos θ

1 + cos θ
=

sin θ

1 + cos θ
=

1− cos θ

sin θ

3. tan
θ

2
= t⇒ tan θ =

2t

1− t2
、 sin θ =

2t

1 + t2
、 cos θ =

1− t2

1 + t2

5.7 公式變化

1. sin(α+ β) sin(α− β) = sin2 α− sin2 β = cos2 β − cos2 α

2. cos(α+ β) cos(α− β) = cos2 α− sin2 β = cos2 β − sin2 α

3. tanα± tan β =
sin(α± β)

cosα cos β
、

sin(α+ β)

sin(α− β)
=

tanα+ tan β

tanα− tan β

4. cotα± cot β =
sin(β ± α)

sinα sin β
、

cos(α+ β)

cos(α− β)
=

1− tanα tan β

1 + tanα tan β
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5. a cos θ + b sin θ =
√
a2 + b2 sin(θ + α) , 其中 sinα =

a√
a2 + b2

、 cosα =
b√

a2 + b2

6. sin 2α =
2 tanα

1 + tan2 α
、 cos 2α =

1− tan2 α

1 + tan2 α
、 tan 2α =

2 tanα

1− tan2 α

5.8 積化和差

1. 2 sinα cos β = sin(α+ β) + sin(α − β)

2. 2 cosα sin β = sin(α+ β)− sin(α − β)

3. 2 cosα cos β = cos(α+ β) + cos(α− β)

4. −2 sinα sin β = cos(α+ β)− cos(α− β)

5.9 和差化積

1. sinα+ sinβ = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β

2

2. sinα− sinβ = 2cos
α+ β

2
sin

α− β

2

3. cosα+ cos β = 2cos
α+ β

2
cos

α− β

2

4. cosα− cos β = −2 sin
α+ β

2
sin

α− β

2

5.10 正弦餘弦定理

1. 正弦定理 : ABC 的三邊長為 a 、 b 、 c , 且三邊的對角為 α 、 β 、 γ , 同時三角形外接圓半徑為 R ,

則

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
= 2R

2. 餘弦定理 : ABC 的三邊長為 a 、 b 、 c , 且三邊的對角為 α 、 β 、 γ , 則

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα 、 b2 = c2 + a2 − 2ca cos β 、 c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ

5.11 半角公式

ABC 的三邊長為 a 、 b 、 c , 且三邊的對角為 α 、 β 、 γ , 令 s =
a+ b+ c

2
, 則

cos
α

2
=

√
s(s− a)

bc
, sin

α

2
=

√
(s − b)(s − c)

bc
, tan

α

2
=

√
(s− b)(s− c)

s(s− a)

5.12 面積公式

ABC 的三邊長為 a 、 b 、 c , 且三邊的對角為 α 、 β 、 γ , 令三角形的面積為  , 則

1. 已知二邊及夾角  =
1

2
bc sinα =

1

2
ab sin γ =

1

2
ac sinβ 。
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2. 已知三邊  =
√
s(s− a)(s − b)(s− c) 其中 s =

a+ b+ c

2

5.13 反三角函數部分

1. 反三角函數之定域與值域

反三角函數式 定義域 值 域

sin−1 x = θ |x| ≤ 1 θ ∈ [−π
2
,
π

2
]

cos−1 x = θ |x| ≤ 1 θ ∈ [0 , π]

tan−1 x = θ x ∈ R θ ∈ (−π
2
,
π

2
)

cot−1 x = θ x ∈ R θ ∈ (0 < θ < π)

sec−1 x = θ |x| ≥ 1 θ ∈ [0 ,
π

2
) ∪ [π ,

3π

2
)

csc−1 x = θ |x| ≥ 1 θ ∈ (0 ,
π

2
] ∪ (π ,

3π

2
]

2. 正反函數相消公式

sin sin−1 x = x (| x |≤ 1) sin−1 sin θ = θ , θ ∈ [−π
2
,
π

2
]

cos cos−1 x = x (| x |≤ 1) cos−1 cos θ = θ , θ ∈ [0 , π]

tan tan−1 x = x (x ∈ R) tan−1 tan θ = θ , θ ∈ (−π
2
,
π

2
)

cot cot−1 x = x (x ∈ R) cot−1 cot θ = θ , θ ∈ (0 < θ < π)

sec sec−1 x = x (| x |≥ 1) sec−1 sec θ = θ , θ ∈ [0 ,
π

2
) ∪ [π ,

3π

2
)

csc csc−1 x = x (| x |≥ 1) csc−1 csc θ = θ , θ ∈ (0 ,
π

2
] ∪ (π ,

3π

2
]

5.14 反三角函數正負互換公式

1. sin−1(−a) = − sin−1 a (| a |≤ 1)

2. cos−1(−a) = π − cos−1 a (| a |≤ 1)

3. tan−1(−a) = − tan−1 a (a ∈ R)

4. cot−1(−a) = π − cot−1 a (a ∈ R)


