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4.1 定積分(The Definite Integral) 喻超凡 、 喻超弘 、 喻婕叢書 9

可得 −2ax − 1 = 0, 故 x = − 1

2a
, 且 F ′′(− 1

2a
) = −4a2 < 0, 故 F (− 1

2a
) 為極大值,

由題意可知, x = − 1

2a
= −2a, 故 4a2 = 1, 則 a = ±1

2
, 因 a > 0, 故 a =

1

2
。

9. 求 lim
a→0

∫ 2a

a

e2x

x
dx

《提示》 � 積分均值定理僅適用於連續函數 。

《解》 � 因 e2x 為連續函數 , 故 ∃ c ∈ (a , 2a) , 使得∫ 2a

a

e2x

x
dx = e2c

∫ 2a

a

1

x
dx = e2c ln |x|

∣∣∣2a
a

= e2c (ln |2a| − ln |a|) = e2c ln |2a
a
|

= e2c ln 2

因 c ∈ (a , 2a) , 故 a < c < 2a , 且 lim
a→0

a = lim
a→0

2a = 0 , 由夾擠定理可知 lim
a→0

c = 0 ,

則

lim
a→0

∫ 2a

a

e2x

x
dx = lim

a→0
e2c ln 2 = lim

c→0
e2c ln 2 = ln 2

10. 已知函數 f 在 [−a , a] 中為連續的函數 , 試證

(a) 若 f 為偶函數 , 則

∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx

(b) 若 f 為奇函數 , 則

∫ a

−a
f(x) dx = 0

《提示》 � f(−x) = f(x) ⇐⇒ f(x) 為偶函數

f(−x) = −f(x) ⇐⇒ f(x) 為奇函數

《解》 �
(a) 因 f(x) 為偶函數 , 故 f(−x) = f(x) , 則∫ a

−a
f(x) dx =

∫ a

0

f(x) dx+

∫ 0

−a
f(x) dx
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4.1 定積分(The Definite Integral) 喻超凡 、 喻超弘 、 喻婕叢書 39

習 題 解 答

1.
1

3

2. k = 3 、 a =
1

6

3. sin 3

4.
1

2

5. f ′(1) =
π

4
、 f ′′(1) =

π

2
+ 1

6.
20

3

7. (0 , −3 sin 1)

8. 2x sin |x|

9.
3
√
3

2
+

1

2

10. ±1

4

11. 0

12.
4

105
(11

√
2− 4)

13.
e

2
(cos 1 + sin 1)− 1

2

14.
2

17

15. 3 ln 3

16. 4

17. 81

18. 2e ln 2− 2

19.
64

3

20.
π

2
+ 2

21.
π

4

22.
π

32
ln 3 +

π

16
tan−1

1

2

23. G′(x) = x

∫ x

0

f(t) dt

G′′(x) =
∫ x

0

f(t) dt+ x · f(x)

24. a = −4 、 b = 4
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66 喻超凡 、 喻超弘 、 喻婕叢書 第 4 章 定積分及其應用

精 選 範 例

1. 試就 p 值探討下列瑕積分之斂散性

(1)

∫ ∞
1

1

xp
dx (2)

∫ ∞
2

1

x(ln x)p
dx

《解》 � (1) (a) 當 p �= 1 時

∫ ∞
1

1

xp
dx = lim

b→∞

∫ b

1

x−p dx = lim
b→∞

x1−p

1− p

∣∣∣b
1

; (p �= 1)

= lim
b→∞

{ b1−p

1− p
− 1

1− p
}

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

∞ ; 1− p > 0 ( 即 p < 1 ) , 發散

− 1

1− p
; 1− p < 0 ( 即 p > 1 ) , 收斂

(b) 當 p = 1 時

∫ ∞
1

1

xp
dx =

∫ ∞
1

1

x
dx = lim

b→∞

∫ b

1

1

x
dx = lim

b→∞
ln |x|

∣∣∣b
1

= lim
b→∞

{ln |b| − ln 1} = ∞

故

∫ ∞
1

1

x
dx 發散 。

(c) 由 (a) 、 (b) 可知 ∫ ∞
1

1

xp
dx =

⎧⎨
⎩

p ≤ 1 ; 發散

p > 1 ; 收斂

(2) (a) 當 p �= 1 時

∫ ∞
2

1

x(ln x)p
dx = lim

b→∞

∫ b

2

(lnx)−p d(lnx) = lim
b→∞

(ln x)1−p

1− p

∣∣∣b
2
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70 喻超凡 、 喻超弘 、 喻婕叢書 第 4 章 定積分及其應用

故

∫ b

a

1

b− x
dx 發散 。

(c) 由 (a) 、 (b) 可知 ∫ b

a

1

(b− x)p
dx =

⎧⎨
⎩

p < 1 ; 收斂

p ≥ 1 ; 發散

4. 求下列積分

(a)

∫ 1

0

lnx dx 《北大資訊》 (b)

∫ 3

0

1
3
√
(x− 1)2

dx

(c)

∫ 1

−1

1

x2
dx (d)

∫ 1

−1

1

x
dx

《解》 �
(a) ∫ 1

0

ln x dx = lim
a→0+

∫ 1

a

ln x dx = lim
a→0+

{
x ln x

∣∣∣1
a
−
∫ 1

a

x d(ln x)
}

= lim
a→0+

{−a ln a− x
∣∣∣1
a
} = lim

a→0+
{−a ln a− 1 + a}

= lim
a→0+

− ln a
1

a

− 1 = lim
a→0+

−1

a

− 1

a2

− 1

= lim
a→0+

a− 1 = −1

(b) ∫ 3

0

1
3
√
(x− 1)2

dx =

∫ 1

0

1
3
√
(x− 1)2

dx+

∫ 3

1

1
3
√
(x− 1)2

dx

= lim
v→1−

∫ v

0

(x− 1)−
2
3 dx+ lim

u→1+

∫ 3

u

(x− 1)−
2
3 dx

= lim
v→1−

3(x− 1)
1
3

∣∣∣v
0
+ lim

u→1+
3(x− 1)

1
3

∣∣∣3
u

= lim
v→1−

3{(v − 1)
1
3 − (0− 1)

1
3}

+ lim
u→1+

3{(3− 1)
1
3 − (u− 1)

1
3}

= 3(0 + 1) + 3(
3
√
2− 0) = 3 + 3

3
√
2
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92 喻超凡 、 喻超弘 、 喻婕叢書 第 4 章 定積分及其應用

故 ∫ 1

0

xn ln2 x dx =
2

(n+ 1)3
−∞+ (−∞) = −∞

(3) 由 (1) 、 (2) 知

∫ 1

0

xn ln2 x dx 僅於 n > −1 時為收斂 。

4. 已知 A ·
∫ ∞
−∞

1

1 + t2
dt =

1

n
, 試求 A = ?

《解》 �
A ·
∫ ∞
−∞

1

1 + t2
dt = A · lim

b→∞
a→−∞

∫ b

a

1

1 + t2
dt = A lim

b→∞
a→−∞

tan−1 t
∣∣∣b
a

= A lim
b→∞

a→−∞
(tan−1 b− tan−1 a)

= A{ π

2
− (−π

2
) } = π ·A =

1

n

故 A =
1

nπ

5. 已知

∫ ∞
0

e−t
2

dt =

√
π

2
, 求

∫ ∞
−∞

1√
2πσ

e
−(x−μ)2

2σ2 dx

其中 μ 、 σ 均為常數 , 且 σ > 0 。

《解》 � 令 x− μ = s , 故 dx = ds , 則∫ ∞
−∞

1√
2πσ

e−
(x−μ)2

2σ2 dx =

∫ ∞
−∞

1√
2πσ

e−
s2

2σ2 ds

=

∫ ∞
−∞

1√
2πσ

e
−( s√

2σ
)2
ds

( 令 t =
s√
2σ

, 故 ds =
√
2σ dt )

=

∫ ∞
−∞

1√
2πσ

e−t
2 ·

√
2σ dt

=
1√
π

∫ ∞
−∞

e−t
2

dt =
2√
π

∫ ∞
0

e−t
2

dt

=
2√
π
·
√
π

2
= 1
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故弧長為

S =

∫ 2

1

(
1

4
x2 +

1

x2
) dx = (

1

12
x3 − 1

x
)
∣∣∣2
1
=

13

12

(b) 因 y′(x) =
d

dx

∫ x

0

√
sin t dt =

√
sin x , 故弧長為

S =

∫ π
3

0

√
1 + (y′)2 dx =

∫ π
3

0

√
1 + sin x dx

=

∫ π
3

0

√
sin2 x

2
+ cos2

x

2
+ 2 sin

x

2
cos

x

2
dx

=

∫ π
3

0

√
(sin

x

2
+ cos

x

2
)2 dx =

∫ π
3

0

(sin
x

2
+ cos

x

2
) dx

= (−2 cos
x

2
+ 2 sin

x

2
)
∣∣∣π3
0
= 3−

√
3

14. 求下列平面曲線於已知區間之弧長

(a) y =
1

2
{x

√
x2 − 1− ln(x+

√
x2 − 1)} , x ∈ [1 , 3] 。

(b) y =
a

2
(e

x
a + e−

x
a ) , 介於 x = 0 與 x = b 之間 。

(c) x =

∫ y

0

√
sec4 t− 1 dt, −π

4
≤ y ≤ π

4
. 《高師物理》

《解》 � (a) 因

y′ =
1

2

{√
x2 − 1 +

x2

√
x2 − 1

− 1√
x2 − 1

}
=

√
x2 − 1

故

S =

∫ 3

1

√
1 + (y′)2 dx =

∫ 3

1

√
1 + (x2 − 1) dx =

∫ 3

1

x dx =
x2

2

∣∣∣3
1
= 4

(b) 因 y′ =
1

2
(e

x
a − e−

x
a ) , 故

√
1 + (y′)2 =

√
1 +

1

4
(e

2x
a − 2 + e−

2x
a ) =

1

2
(e

x
a + e−

x
a )

故

S =

∫ b

0

√
1 + (y′)2 dx =

∫ b

0

1

2
(e

x
a + e−

x
a ) dx =

a

2
(e

x
a − e−

x
a )
∣∣∣b
0
=

a

2
(e

b
a − e−

b
a )

YYD
矩形

YYD
矩形



4.4 平面面積 、 體積及弧長 喻超凡 、 喻超弘 、 喻婕叢書 129

《解》 � 因 ds =

√
(
dx

dt
)2 + (

dy

dt
)2 dt =

√
(3t2)2 + (3t)2 dt = 3t

√
t2 + 1 dt , 故

S =

∫ 1

0

3t
√
t2 + 1 dt =

∫ 1

0

3
√
t2 + 1

1

2
d(t2 + 1)

= 3 · 1
2
· 2
3
(t2 + 1)

3
2

∣∣∣1
0
= 2

√
2− 1

17. 求下列曲線之弧長

(a) r =
√
1 + sin 2θ , 0 ≤ θ ≤ π

√
2. (b) r = a (1 + cos θ) , (a > 0) 《成大A》

(c) r = eθ , (0 ≤ θ ≤ π) 《台綜大C》 (d) r = a sin3 θ

3
, (a > 0 ; 0 ≤ θ ≤ 3π)

《解》 � (a) 因 r =
√
1 + sin 2θ , 故

dr

dθ
=

cos 2θ√
1 + sin 2θ

, 則

S =

∫ π
√
2

0

√
r2 + (

dr

dθ
)2 dθ =

∫ π
√
2

0

√
(
√
1 + sin 2θ)2 + (

cos 2θ√
1 + sin 2θ

)2 dθ

=

∫ π
√
2

0

√
(1 + sin 2θ)2 + cos2 2θ

1 + sin 2θ
dθ

=

∫ π
√
2

0

√
1 + 2 sin 2θ + sin2 2θ + cos2 2θ

1 + sin 2θ
dθ

=

∫ π
√
2

0

√
2 dθ = 2π

(b) 因 r = a(1 + cos θ) , 故
dr

dθ
= −a sin θ , 則

S =

∫ 2π

0

√
r2 + (

dr

dθ
)2 dθ

=

∫ 2π

0

√
a2(1 + cos θ)2 + a2 sin2 θ dθ

= a

∫ 2π

0

√
2(1 + cos θ) dθ = a

∫ 2π

0

2
∣∣∣ cos θ

2

∣∣∣ dθ
= 4a ·

∫ π

0

cos
θ

2
dθ = 4a · 2 sin θ

2

∣∣∣π
0

= 8a

yyd
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精 選 習 題

1. 一橢圓 (
x

a
)2 + (

y

b
)2 = 1 , a > b > 0 , 求其繞 x 軸旋轉的體積 。

2. Find the volume of the solid generated by revolving the region between the y-axis and

the curve x =
2

y
, 1 ≤ y ≤ 4, about the y-axis. 《高大電機》

3. Find the volume of the solid generated by revolving the region bounded by the graphs

of the equations about the x-axis. y = e−x , y = 0 , x = 0 , x = 1 《高大物理》

4. 試求 y = |x|+ 1 與 y = 2x2 兩函數對 x 軸旋轉的體積 。

5. 試求 y = x2 及 y = x 所圍的區域 , 繞 x = 1 的旋轉體積 。

6. 求區域 x2 + (y −R)2 ≤ r2 , 0 < r < R , 繞 x 軸的表面積及體積 。 《台大》

7. 將圓 (x− c)2 + y2 = r2 的內部區域繞 y 軸旋轉 , 求所形成環體的體積 。

8. 求函數 f(x) =
√
r2 − x2 之圖形, 與 x 軸在區間 [

r

2
, r] 所圍區域 , 繞 x 軸旋轉的體積 。

9. 求 y =
1√

1 + x2
、 y = 0 、 x = 0 、 x = 1 所圍成的區域 , 繞 x 軸旋轉所形成的體積 。

10. 求區域 f(x) = cosx , 0 ≤ x <
π

2
, 繞 x 軸旋轉的體積 。

11. 求區域 y = ln x 、 y = 0 、 x = 3 繞 y 軸旋轉的體積 。

12. 求由頂點 (1 , 1) 、 (4 , 1) 、 (3 , 2) 三點所構成三角形區域 , 繞 x 軸旋轉所得的體積 。 《台

大》

13. Let R be the region below the curve y = sin2 x when 0 ≤ x ≤ π and V be the volume

of the solid obtained by rotating R about the y-axis. Then V = . 《台大B》

14. Find the volume of the solid obtained by revolving the region bounded by the curves

y = −x2 + 4x and y = x2 about the x-axis. 《台聯A2》

15. {(x , y) | y = sin x , 0 ≤ x ≤ π} 是一曲線段 , 此線段繞 x 軸旋轉 , 所形成之體積為何 ?
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16. R 是由 y =
1√

1 + x2
、 y = 0 、 x = 0 、 x = 1 所圍成的區域 , 求 R 繞 x 軸旋轉所形成的

體積 。

17. 求函數 f(x) = e−x
2

之圖形與 x 軸所圍區域 , 繞 y 軸旋轉所得立體 S 之體積 。 《成大》

習 題 解 答

1.
4π

3
ab2

2. 3π

3.
π

2
(1− e−2)

4.
46

15
π

5.
π

6

6. 表面積為 4π2Rr , 體積為 2Rπ2r2

7. 2c π2r2

8.
5

24
πr3

9.
π2

4

10.
π2

4
11. π(9 ln 3− 4)

12. 4π

13.
π3

2

14.
32π

3

15.
π2

2

16.
π2

4
17. π
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192 喻超凡 、 喻超弘 、 喻婕叢書 第 5 章 無窮級數(Infinite Series)

(2) 條件收斂 (Conditional Convergence) :

若級數
∞∑
n=1

|an| 發散 , 但
∞∑
n=1

an 為收斂 , 則級數
∞∑
n=1

an 稱為條件收斂 。

5. 交錯級數之審斂法 (Leibniz’s Alternating Series Test) :

設交錯級數為
∞∑
n=1

(−1)n−1 an , ( ∀an > 0 ) , 若其滿足

(1) lim
n→∞

an = 0

(2) an > an+1 ( 即 < an > 為嚴格減數列 )

則級數
∞∑
n=1

(−1)nan 為收斂級數 。

6. Abel’s 審斂法 (Abel’s test)∗ : 若級數
∞∑
n=1

anbn 滿足

(1)
∞∑
n=1

an 為收斂級數 。

(2) < bn > 為單調 (monotone) 且有界的數列 (sequence) 。

則級數
∞∑
n=1

anbn 亦為收斂級數 。

7. 級數的運算 (Computation with Series)

(1) 括號 (mixed terms) 及重組 (rearrangements) 運算 : 設級數為

∑
an = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · ·

且 ∑
bn = (a1 + a2) + (a3 + a4 + a5) + (a6 + a7) + · · ·∑

cn = a1 + a3 + a2 + a6 + a4 + · · ·
則
∑

bn 稱為
∑

an 的加括號級數 ,
∑

cn 稱為
∑

an 的重組級數 。

(a) 所有收斂的級數 , 加括號後其仍為收斂 , 且收斂到與原級數相同的值 。

(b) 發散的正項級數 , 加括號後其仍為發散 , 但發散的非正項級數 , 加括號後不一定

為發散 。

∗Abel’s 審斂法 (Abel’s test) , 以挪威的數學家 Niels Henrik Abel(Aug 1802∼April 1829) 來命名的 。 Abel’s
審斂法的例子讀者可參考 212 頁的例子 。
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(c) 所有絕對收斂的級數 , 重組後其仍為絕對收斂 , 且收斂到與原級數相同的值 。

(d) 條件收斂的級數 , 重組後不一定收斂 (稱為Riemann rearrangement theorem)

(2) 基本運算 :

(a) 若
∞∑
n=1

an = A , 且
∞∑
n=1

bn = B , 則
∞∑
n=1

(an ± bn) =
∞∑
n=1

an ±
∞∑
n=1

bn = A± B 。

(b) 設有兩級數為
∞∑
n=0

an 、
∞∑
n=0

bn , 則 Cauchy Product 定義成

(
∞∑
n=0

an) · (
∞∑
n=0

bn) = a0b0 + (a0b1 + a1b0) + (a0b2 + a1b1 + a2b0) + · · ·

=
∞∑
n=0

cn ; 其中 cn =
n∑

k=0

akbn−k

若級數
∞∑
n=0

an = A 、
∞∑
n=0

bn = B 且其中至少有一個為絕對收斂時 , 則
∞∑
n=0

cn 亦

收斂 , 且 (
∞∑
n=0

an) · (
∞∑
n=0

bn) =
∞∑
n=0

cn = A · B

yyd
矩形



5.1 常數級數(Series of Constant Terms) 喻超凡 、 喻超弘 、 喻婕叢書 195

《解》 � 因 x1 =
√
3 < x2 =

√
3
√
3
、 x2 =

√
3
√
3
< x3 =

√
3
√
3
√

3

、 · · · , 故 lim
n→∞

xn = ∞

3. Let a1 = 1, and an+1 = 3− 1

an
for n ≥ 1. Determine whether the sequence {an}∞n=1

is convergent or divergent. 《政大數學1》

《解》 � 令 lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1 = α , 由

lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

{3− 1

an
}

可得

α = 3− 1

α
⇒ α2 − 3α+ 1 = 0

故 α =
3±√

5

2
, 因 a1 = 1 、 a2 = 3− 1 = 2 , a3 = 3− 1

2
= 2.5 ,

故 lim
n→∞

an =
3−√

5

2
不合 , 則 lim

n→∞
an =

3 +
√
5

2
, 因此數列收斂 。

4. Find the range of x such that the sequence
{
(

2x

x+ 2
)n
}∞

n=1
converges. 《中正財金》

《解》 � 因
{
(

2x

x+ 2
)n
}∞
n=1
收斂 , 故 lim

n→∞
(

2x

x+ 2
)n ∈ R , 可得

(1)
2x

x+ 2
≤ 1 , 則 2x ≤ x+ 2 , 故 x ≤ 2

(2)
2x

x+ 2
> −1 , 則 2x > −(x+ 2) , 故 x > −2

3

(3) 由 (1) 、 (2) 可知 −2

3
< x ≤ 2 時數列收斂 。

5. 試証明
1

1 · 3 +
1

3 · 5 +
1

5 · 7 + · · · =
∞∑
n=1

1

(2n− 1)(2n+ 1)
為收斂級數 , 並求其級數和
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故由 Limit Comparison Test 可知
∞∑
n=1

3n+ 1

n · 2n 亦為收斂級數 。

(4) 當 n → ∞ 時
1

3n + n
→ 1

3n
, 故令 bn =

1

3n
, 因

∞∑
n=1

1

3n
為收斂級數 , 且

� = lim
n→∞

1

3n + n
1

3n

= lim
n→∞

3n

3n + n
= lim

n→∞
3n ln 3

3n ln 3 + 1
= lim

n→∞
3n(ln 3)2

3n(ln 3)2
= 1

故由 Limit Comparison Test 可知
∞∑
n=1

1

3n + n
亦為收斂級數 。

18. Find all values of a so that the series
∞∑
n=1

sin(
1

n3a−1 + 3
) is divergent. 《台綜大A》

《解》 � (1) a ≤ 1

3
時 , lim

n→∞
sin(

1

n3a−1 + 3
) = sin

1

3
�= 0 , 級數

∞∑
n=1

sin(
1

n3a−1 + 3
) 發散 。

(2) a >
1

3
時 , 當 n → ∞ 時

sin(
1

n3a−1 + 3
) → 1

n3a−1 + 3
→ 1

n3a−1

因
∞∑
n=1

1

n3a−1 在 3a− 1 ≤ 1 時發散 , 即 a ≤ 2

3
時 , 級數發散 , 故由

Limit Comparison Test 可知
∞∑
n=1

sin(
1

n3a−1 + 3
) 為發散級數 。

(3) 結論 : a ≤ 2

3
時

∞∑
n=1

sin(
1

n3a−1 + 3
) 發散 。

19. Determine whether the series
∞∑
n=1

(−1)n sin(
1√
n
) ln(1 +

1√
n
) is divergent,

conditionally convergent, or absolutely convergent. 《政大數學2》

《解》 � 因 n → ∞ 時

sin(
1√
n
) ln(1 +

1√
n
) = (

1√
n
− 1

3!
(
1√
n
)3 + · · ·)( 1√

n
− 1

2
(
1√
n
)2 + · · ·) = 1

n
+ · · ·
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收斂 , 則
∞∑
n=1

an
n
為絕對收斂 。

9. 發散的級數加括號後(mixed terms) 不一定為發散級數 , 請舉例說明 。

《提示》 � 發散的正項級數 , 加括號後其仍為發散 , 但發散的非正項級數 , 加括號後不一定

為發散 。

《解》 � 令級數為
∞∑
n=1

(−1)n−1 · 1 = 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · ·

因 lim
n→∞

1 = 1 �= 0 , 故級數為發散 , 但 (1− 1) + (1− 1) + (1− 1) + · · · =
∞∑
n=1

0 = 0

為收斂 , 即級數加括號後級數為收斂 。

10. 証明比值審斂法 ( D’Alembert’s Ratio Test ) 。

《解》 � (1) � < 1 , 令 � < r < 1, 因 lim
n→∞

an+1

an
= � , 且 � < r ,

故 ∃N > 0 , 使得 n ≥ N , 則
an+1

an
< r , 故 an+1 < anr , n ≥ N , 即

aN+1 < aN · r ⇒ aN+2 < aN+1 · r < aN · r2 ⇒ aN+3 < aN+2 · r < aN · r3

故 aN+k < aN · rk , ∀k ≥ 1 , 因

∞∑
k=1

aN · rk = aN · r + aN · r2 + aN · r3 + · · ·

當 r < 1 時, 級數為收斂, 因 aN+k < aN · rk , 故由比較審斂法可知

∞∑
n=N+1

an =
∞∑
k=1

aN+k 為收斂級數, 即
∞∑
n=1

an 亦為收斂 。

(2) � > 1 , 因 lim
x→∞

an+1

an
= � > 1 , 故 ∃N > 0 , 使得 n ≥ N , 則

an+1

an
> 1 , 即

an+1 > an , 故

0 < an < an+1 < an+2 < · · · ; ∀n ≥ N

故 lim
n→∞

an �= 0 , 因此由 n 項審斂法可知
∞∑
n=1

an 為發散 。
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挑 戰 範 例

1. lim
x→0

sin x− sin−1 x
tanx− tan−1 x

《台大C》

《解》 � 因

sin x− sin−1 x = (x− x3

3!
+ · · ·)− (x+

x3

6
+

3x5

40
+ · · ·) = −x3

3
− x5

15
+ · · ·

tan x− tan−1 x = (x+
x3

3
+

2x5

15
+ · · ·)− (x− x3

3
+

x5

5
+ · · ·) = 2x3

3
− x5

15
+ · · ·

故

lim
x→0

sin x− sin−1 x
tan x− tan−1 x

= lim
x→0

−x3

3
− x5

15
+ · · ·

2x3

3
− x5

15
+ · · ·

= −1

2

2. Find a, b > 0 such that lim
t→0+

(1− cos(2t))3 tan2(3t) csc(2t)

ta
= b. 《政大數學1》

《解》 �
lim
t→0+

(1− cos(2t))3 tan2(3t) csc(2t)

ta
= lim

t→0+

(1− cos(2t))3 tan2(3t)

ta · sin(2t)

= lim
t→0+

{1− (1− 1

2
(2t)2 + · · ·)}3{3t+ 1

3
(3t)3 + · · ·}2

ta · {(2t)− 1

6
(2t)3 + · · ·}

= lim
t→0+

{2t2 + · · ·}3{3t+ 1

3
(3t)2 + · · ·}2

ta · {(2t)− 1

6
(2t)3 + · · ·}

= b

故 a = 7 , 且 b =
23 · 32

2
= 36 。
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(b) 由 ln(1 + x) =
∞∑
k=0

(−1)kxk+1

(k + 1)
, 故

x ln(1 + x) =
∞∑
k=0

(−1)kxk+2

(k + 1)
(1)

對 (1) 式兩端取 0 ∼ x 的積分∫ x

0

t ln(1 + t) dt =

∫ x

0

[ ∞∑
k=0

(−1)ktk+2

(k + 1)

]
dt =

∞∑
k=0

∫ x

0

(−1)ktk+2

(k + 1)
dt

=
∞∑
k=0

(−1)kxk+3

(k + 3)(k + 1)
= x3

∞∑
k=0

(−1)kxk

(k + 3)(k + 1)
(2)

又 ∫ x

0

t ln(1 + t) dt =
t2

2
ln(1 + t)

∣∣∣x
0
− 1

2

∫ x

0

t2

1 + t
dt

=
x2

2
ln(1 + x)− 1

2

∫ x

0

{(t− 1) +
1

t+ 1
} dt

=
x2

2
ln(1 + x)− 1

2
(
1

2
x2 − x+ ln |x+ 1|) (3)

由 (2) 、 (3) 兩式可得

∞∑
k=0

(−1)kxk

(k + 3)(k + 1)
=

1

x3

∫ x

0

t ln(1 + t)dt

=
1

2x
ln(1 + x)− 1

2x3
(
1

2
x2 − x+ ln |x+ 1|)

6. (1) 求冪級數
∞∑
k=1

xk+1

k(k + 1)
的和函數 。 《交大 、 中山》

(2) 求冪級數
∞∑
n=0

x2n

(2n)!
的和函數 。

《解》 � (1)
∞∑
k=1

xk+1

k · (k + 1)
=

∞∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1
)xk+1 =

∞∑
k=1

xk+1

k
−
∞∑
k=1

xk+1

k + 1

= x
∞∑
k=1

∫ x

0

tk−1 dt−
∞∑
k=1

∫ x

0

tk dt

= x

∫ x

0

(
∞∑
k=1

tk−1) dt−
∫ x

0

(
∞∑
k=1

tk) dt
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《解》 � 因
1√

1 + x3
= (1 + x3)−

1
2 =

∞∑
k=0

C
− 1

2
k x3k , 故

∫ 0.1

0

1√
1 + x3

dx =

∫ 0.1

0

(
∞∑
k=0

C
− 1

2
k x3k) dx =

∞∑
k=0

C
− 1

2
k

x3k+1

3k + 1

∣∣∣0.1
0

=
∞∑
k=0

C
− 1

2
k

3k + 1
(
1

10
)3k+1

因誤差

∣∣∣ C
− 1

2
k

3k + 1
(
1

10
)3k+1

∣∣∣ < 10−8 , 故 k ≥ 2 , 則

∫ 0.1

0

dx√
1 + x3

≈ 1

10
+

1

4
C
− 1

2
1 · 10−4 + 1

7
C
− 1

2
2 · 10−7

14. 請估算

∫ 1
3

0

1

1 + x3
dx 到小數點後第3位 。

《解》 � 因
1

1 + x
=
∞∑
n=0

(−1)nxn , 則
1

1 + x3
=
∞∑
n=0

(−1)nx3n , 故

∫ 1
3

0

1

1 + x3
dx =

∫ 1
3

0

∞∑
n=0

(−1)nx3n dx =
∞∑
n=0

(−1)n
x3n+1

3n+ 1

∣∣∣ 13
0

=
∞∑
n=0

(−1)n
1

(3n+ 1)
(
1

3
)3n+1

令

Pn =
1

3
− 1

4
(
1

3
)4 + · · ·+ (−1)n

1

(3n+ 1)
(
1

3
)3n+1

且

En = (−1)n+1 1

3n+ 4
· (1
3
)3n+4 + (−1)n+2 1

3n+ 7
(
1

3
)3n+7 + · · ·

故

|En| < 1

3n+ 4
(
1

3
)3n+4 <

1

2
× 10−3 = 0.0005

可解得 n ≥ 1 , 即 ∫ 1
3

0

1

1 + x3
dx ≈ P1 =

1

3
− 1

4
(
1

3
)4
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6.4 空間曲面與空間曲線

6.4.1 空間曲面的表示方法

F (x, y, z) = c

P (x, y)

z = f(x, y)

#»r = x
#»
i + y

#»
j + z

#»

k

Figure 6.8: 空間曲面

1. 隱函數 ( 等位面 ) 表示法 ( 如圖 6.8 ) : F (x, y, z) = c

例如 : (1) ax+ by + cz + d = 0 , 為斜平面 。

(2) (x− a)2 + (y − b)2 = ρ2 , 為柱心為 (a , b , z) 半徑為 ρ 的柱面 。

(3) x2 + y2 − z2 = 0 , 為繞 z 軸的錐面 。

(4) (x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = ρ2 , 為球心 (a , b , c) 半徑為 ρ 的球面 。

2. 顯函數 ( 高度函數 ) 表示法 ( 如圖 6.8 ) :

z = f(x , y) 或 y = g(x , z) 或 x = h(y , z)

例如 : z = x2 + y2 , 為繞 z 軸的錐面 。

3. 位置向量 ( 參數方程式 ) 表示法 (如圖 6.8 ) : 設參數方程式為⎧⎪⎨
⎪⎩

x = x(u , v)

y = y(u , v)

z = z(u , v)

則曲面的位置向量為

#»r (u , v) = x(u , v)
#»
i + y(u , v)

#»
j + z(u , v)

#»

k

例如 : #»r (φ , θ) = a sin φ cos θ
#»
i + a sin φ sin θ

#»
j + a cosφ

#»

k

0 ≤ φ ≤ π , 0 ≤ θ < 2π , a > 0, 為半徑為 a 的球面 。
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皆不存在 。

(b) ∀ ε > 0 , ∃ δ ≤ ε

2
, 
 0 < |(x , y)− (0 , 0)| =

√
x2 + y2 < δ , 則

|f(x , y)− 0| =
∣∣∣x sin y − y sin

1

x
− 0
∣∣∣

≤
∣∣∣x sin 1

y

∣∣∣+ ∣∣∣y sin 1

x

∣∣∣
≤ |x|+ |y| < 2δ ≤ ε

故 lim
(x,y)→(0,0)

f(x , y) = 0 。

3. (a) lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y

x+ y
(b) lim

(x,y)→(0,0)

x3 + y

y

(c) lim
(x,y)→(0,0)

x4 + y3

4x2 + y2
(d) lim

(x,y)→(1,−1)
x2y + 1

x2 − y2

《解》 �
(a) 取路徑 y = mx , 代回極限中可得

lim
(x,y)→(0,0)

沿 y=mx

x3 + y

x+ y
= lim

x→0

x3 +mx

x+mx
= lim

x→0

x2 +m

1 +m
=

m

1 +m

極限與 m 有關 , 故 lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y

x+ y
不存在 。

(b) 取路徑 y = mx3 , 代回極限中可得

lim
(x,y)→(0,0)

沿 y=mx3

x3 + y

y
= lim

x→0

x3 +mx3

mx3
= lim

x→0

1 +m

m
=

1 +m

m

極限與 m 有關 , 故 lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y

y
不存在 。

(c) 令 x =
1

2
r cos θ 、 y = r sin θ , 當 (x , y) → (0 , 0) 時 , 則 r → 0 、 θ ∈ R , 故

lim
(x,y)→(0,0)

x4 + y3

4x2 + y2
= lim

r→0
θ∈R

(
1

2
r cos θ)4 + (r sin θ)3

4 (
1

2
r cos θ)2 + (r sin θ)2

= lim
r→0
θ∈R

1

16
r4 cos4 θ + r3 sin3 θ

r2
= 0

YYD
矩形



7.3 鏈微法則(Chain Rule) 喻超凡 、 喻超弘 、 喻婕叢書 361

比較可得 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂f

∂x
= −y3 sin x+ y2 + 4

∂f

∂y
= 3y2 cosx+ 2xy

∂f

∂z
= −6

故

f(x , y , z) =

∫ x

(−y3 sin x+ y2 + 4) dx = y3 cosx+ xy2 + 4x+ g(y , z) (1)

對 (1) 式兩端取 y 的偏微分可得

∂f

∂y
= 3y2 cosx+ 2xy +

∂g(y , z)

∂y
= 3y2 cosx+ 2xy

比較可得
∂g(y , z)

∂y
= 0 , 故 g(y , z) = h(z) , 代回 (1) 式可得

f(x , y , z) = y3 cosx+ xy2 + 4x+ h(z) (2)

對 (2) 式兩端取 z 的偏微分可得
∂f

∂z
= h′(z) = −6 , 故

h(z) =

∫
(−6) dz = −6z + c (3)

將 (3) 式代回 (2) 式可得 f(x , y , z) = y3 cosx+ xy2 + 4x− 6z + c

《另解》

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂f

∂x
= −y3 sin x+ y2 + 4

∂f

∂y
= 3y2 cosx+ 2xy

∂f

∂z
= −6

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f =

∫ x

(−y3 sin x+ y2 + 4) dx

= y3 cosx+ xy2 + 4x+ h1(y, z)

f =

∫ y

(3y2 cosx+ 2xy) dy

= y3 cosx+ xy2 + h2(x, z)

f =

∫ z

−6 dz = −6z + h3(x, y)

比較可得 f(x , y , z) = y3 cos x+ xy2 + 4x− 6z + c

15. 設 u = f(x , y) , x = r cos θ 、 y = r sin θ , 試證 :

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
=

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
· ∂

2u

∂θ2
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(b)
∂(x , y)

∂(u , v)
· ∂(u , v)
∂(x , y)

=
∂(x , y)

∂(x , y)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂x

∂x

∂y

∂y

∂x

∂y

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1 0

0 1

∣∣∣∣ = 1

6. 設 u = xy 、 v = x2 − y2 , x = f(u , v) 、 y = g(u , v) , 求
∂(x , y)

∂(u , v)
。

《解》 �

∂(x , y)

∂(u , v)
=

1

∂(u , v)

∂(x , y)

=
1∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂x

∂u

∂y

∂v

∂x

∂v

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1∣∣∣∣ y x

2x −2y

∣∣∣∣

=
1

−2y2 − 2x2
= − 1

2
√

(x2 − y2)2 + 4x2y2

= − 1

2
√
v2 + 4u2

7. 設 f(x , y) = x3y3 tan−1(
y

x
) , 試證 : x

∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= 6f(x , y) 。

《証》 � 令 u = tx 、 v = ty , 故

f(u , v) = u3v3 tan−1(
v

u
) = (tx)3(ty)3 tan−1

ty

tx
= t6x3y3 tan−1

y

x
= t6f(x , y) (1)

對 (1) 式兩端取 t 的微分

∂

∂t
f(u , v) =

∂

∂t
{t6 f(x , y)}

可得
∂f

∂u
· ∂u
∂t

+
∂f

∂v
· ∂v
∂t

= 6t5f(x , y)

即

x · ∂f
∂u

+ y · ∂f
∂v

= 6t5f(x , y) (2)
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14. 設

{
F (u , v , x , y) = c1

G(u , v , x , y) = c2
, 且 u = f(x , y) 、 v = g(x , y) , 同時

∂(F , G)

∂(u , v)
�= 0 , 試證

∂u

∂x
= −

∂(F , G)

∂(x , v)

∂(F , G)

∂(u , v)

;
∂u

∂y
= −

∂(F , G)

∂(y , v)

∂(F , G)

∂(u , v)

;
∂v

∂x
= −

∂(F , G)

∂(u , x)

∂(F , G)

∂(u , v)

;
∂v

∂y
= −

∂(F , G)

∂(u , y)

∂(F , G)

∂(u , v)

《証》 � 因 F (u , v , x , y) = c1 , 故

dF = Fudu+ Fvdv + Fxdx+ Fydy = 0 (1)

又 u = f(x , y) 、 v = g(x , y) , 故

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy (2)

dv =
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy (3)

(2) 、 (3) 兩式代回 (1) 式 , 可得

Fu(
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy) + Fv(

∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy) + Fxdx+ Fydy = 0

即

(Fu
∂u

∂x
+ Fv

∂v

∂x
+ Fx)dx+ (Fu

∂u

∂y
+ Fv

∂v

∂y
+ Fy)dy = 0 (4)

再由 G(u , v , x , y) = c2 , 故

G = Gudu+ Gvdv +Gxdx+Gydy = 0 (5)

(2) 、 (3) 兩式代回 (1) 式 , 可得

Gu(
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy) +Gv(

∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy) +Gxdx+Gydy = 0

即

(Gu
∂u

∂x
+Gv

∂v

∂x
+Gx)dx+ (Gu

∂u

∂y
+Gv

∂v

∂y
+Gy)dy = 0 (6)

由 (4) 、 (6) 式可得 ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Fu
∂u

∂x
+ Fv

∂v

∂x
= −Fx

Gu
∂u

∂x
+Gv

∂v

∂x
= −Gx

(7)
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由 (1) 式可得 x2 = y , 代回 (2) 式可得

−3(x2)2 − 3x = −3(x4 + x) = x(x+ 1)(x2 − x+ 1) = 0

可解得 x = 0 或 −1 , 因此 f(x , y) 的臨界點為 P1(0 , 0) 及 P2(−1 , 1) 。

(2) 極值的判別 : 因 fxx = 6x 、 fxy = −3 、 fyy = −6y , 故 Hessian 行列式為

D(x , y) =

∣∣∣∣ fxx fxy

fyx fyy

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 6x −3

−3 −6y

∣∣∣∣ = −36xy − 9

(a) 因 D(P1) = −9 < 0 , 故函數 f(x , y) 在 P1(0 , 0) 處為鞍點 。

(b) 因 D(P2) = 36− 9 = 27 > 0 , 且 fxx(P2) = −6 < 0 , 故 f(x , y)

具有極大值為 f(P2) = f(−1 , 1) = 1 。

3. 試求函數 f(x , y) =
1

x
+ xy − 8

y
之極值 。 《交大》

《解》 � (1) 臨界點 : 因 f(x , y) =
1

x
+ xy − 8

y
, 故

∂f

∂x
= − 1

x2
+ y = 0 (1)

∂f

∂y
= x+

8

y2
= 0 (2)

由 (1) 式可得 y =
1

x2
, 代回 (2) 式可得 x+ 8x4 = 0 , 即 x(1 + 8x3) = 0 , 故可解得

x = 0 (不合) , x = −1

2
, 則 y = 4 , 因此 f(x , y) 的臨界點為 P (−1

2
, 4) 。

(2) 極值判別 : 因 fxx =
2

x3
、 fxy = 1 、 fyy = −16

y3
, 故 Hessian 行列式為

D(x , y) =

∣∣∣∣ fxx fxy

fyx fyy

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

2

x3
1

1 −16

y3

∣∣∣∣∣∣∣ = − 32

x3y3
− 1

因 D(P ) = 3 > 0 , 且 fxx(P ) = −16 < 0 , 故 f(x , y) 有極大值為

f(−1

2
, 4) = −2− 2− 2 = −6

4. 設 f(x , y) = x3 + 3xy2 − 3x2 − 3y2 + 4 , 試問 f(x , y) 在何處有極值或鞍點 。

YYD
矩形



426 喻超凡 、 喻超弘 、 喻婕叢書 第 7 章 偏導數(Partial Derivatives)

21. 求函數 f(x , y , z) = x− y + z2 在條件 y2 + z2 = 1 及 x+ y = 2 之下的極值 。

《台大》

《解》 � 令 G1(x , y , z) = y2 + z2 − 1 = 0 、 G2(x , y , z) = x+ y − 2 = 0 , 再令

H(x , y , z) = x− y + z2 + λ1(y
2 + z2 − 1) + λ2(x+ y − 2)

由

∇f · (∇G1 ×∇G2)

=

∣∣∣∣∣∣∣
fx fy fz

(G1)x (G1)y (G1)z

(G2)x (G2)y (G2)z

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2z

0 2y 2z

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −4yz − 4z = 0 (1)

G1 = y2 + z2 − 1 = 0 (2)

G2 = x+ y − 2 = 0 (3)

由 (1)式可得 z(y+1) = 0, 故 z = 0 、 y = −1 , 當 z = 0 代回 (2) 式可得 y2−1 = 0,

則 y = ±1, 當 y = 1 代回 (3) 式可得 x = 1, 當 y = −1 代回 (3) 式可得 x = 3 , 故

(x , y , z) = (1 , 1 , 0) 或 (3 , −1 , 0) , 則

f(1 , 1 , 0) = 1− 1 + 0 = 0

f(3 , −1 , 0) = 3− (−1) + 0 = 4

故 f(x , y , z) 的極大值為 4 , 極小值為 0 。

22. Find the maximum value of the function f(x , y , z) = x+2y+3z on the curve of

intersection of the plane x− y + z = 1 and the cylinder x2 + y2 = 1. 《台綜大C》

《解》 � 令 G1 = x2 + y2 − 1 = 0 、 G2 = x− y + z − 1 = 0 , 再令

H(x , y , z) = x+ 2y + 3z + λ1(x
2 + y2 − 1) + λ2(x− y + z − 1)
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由

∇f · (∇G1 ×∇G2) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2x 2y 0

1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −10x− 4y = 0 (1)

G1 = x2 + y2 − 1 = 0 (2)

G2 = x− y + z − 1 = 0 (3)

由 (1) 式可得 y = −5

2
x , 代回 (2) 式可得

x2 + (−5

2
x)2 = 1

故 x = ± 2√
29

, 則 y = ∓ 5√
29

, 代回 (3) 式可得 z = 1∓ 7√
29

, 臨界點為

P1(x , y , z) = (
2√
29

, − 5√
29

, 1− 7√
29

) , P2(x , y , z) = (− 2√
29

,
5√
29

, 1 +
7√
29

)

f(
2√
29

, − 5√
29

, 1− 7√
29

) = 3−
√
29

f(− 2√
29

,
5√
29

, 1 +
7√
29

) = 3 +
√
29

故 f(x , y , z) 的極大值為 3 +
√
29 , 極小值為 3−

√
29 。

23. Find the maximum and minimum values of 2x2 + y2 + 2x for x2 + y2 ≤ 1. 《成大》

《提示》 � 本題有區域範圍的限定 , 故是要求函數的絕對極值 。 求解的方法為找出所有臨界

點的函數值, 最大值為絕對極大值, 最小值為絕對極小值 。

《解》 � (1) 先討論限制條件為 x2 + y2 < 1 : 令

f(x , y) = 2x2 + y2 + 2x

由 ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂f

∂x
= 4x+ 2 = 0

∂f

∂y
= 2y = 0
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由 (1) 式可得 4xy = 0 , 故 x = 0 、 y = 0 , 將 x = 0 代回 (2) 式可得

y2 − 1 = 0 ⇒ y = ±1

將 y = 0 代回 (2) 式可得

x2 − 1 = 0 ⇒ x = ±1

故臨界點為 P2(0 , 1) 、 P3(0 , −1) 、 P4(1 , 0) 、 P5(−1 , 0) , 又

u(0 , ±1) = 3 , u(±1 , 0) = 2

(3) 由 (1) 、 (2) 可知 , 在 x2 + y2 ≤ 1 的限制下 , u(x , y) 的極大值為 3 , 極小值為 0 。

26. Find the extreme values of f(x , y) = 2x2 +3y2− 4x− 5 on the disk x2 + y2 ≤ 16.

《台聯A2A3》

《解》 � (1) 先討論限制條件為 x2 + y2 < 16 : 由⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂f

∂x
= 4x− 4 = 0

∂f

∂y
= 6y = 0

可得 x = 1 、 y = 0 , 故臨點為 P1(1 , 0) , 又 f(1 , 0) = −7 。

(2) 再討論限制條件為 x2 + y2 = 16 , 令 g(x , y) = x2 + y2 − 16 = 0 , 再令

H(x , y) = f(x , y) + λg(x , y)

則

fx
gx

=
fy
gy

⇒ 4x− 4

2x
=

6y

2y
(1)

g(x , y) = 0 ⇒ g(x , y) = x2 + y2 − 16 = 0 (2)

由 (1) 式可得 y(x+ 2) = 0 , 故 x = −2 、 y = 0 , 將 x = −2 代回 (2) 式可得

4 + y2 − 16 = 0 ⇒ y = ±2
√
3

將 y = 0 代回 (2) 式可得

x2 − 16 = 0 ⇒ x = ±4
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7.8 Leibniz 微分公式

1. 設 f(x , t) 及
∂f

∂x
在 a ≤ x ≤ b , u ≤ t ≤ v 為連續的函數 , 且 u′(x) 及 v′(x) 在區間

(a , b) 內為連續函數 , 則

d

dx

∫ v(x)

u(x)

f(x , t) dt =

∫ v(x)

u(x)

∂f

∂x
dt+ f(x , v(x))v′(x)− f(x , u(x))u′(x)

2. 設 f(x , t) 及
∂f

∂x
在 a ≤ x ≤ b , u ≤ t 為連續的函數 , 且 u′(x) 在區間 (a , b) 內為連續

函數 , 同時 ∃M(x , t) 使得 |∂f
∂x

| ≤ M(x , t) , 且

∫ ∞
u(x)

M(x , t) dt 收斂 , 則

d

dx

∫ ∞
u(x)

f(x , t) dt =

∫ ∞
u(x)

∂f

∂x
dt− f(x , u(x))u′(x)
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因此 F (1) =

∫ ∞
0

e−x
2

cos 2xdx =

√
π

2
e−1 =

√
π

2e

4. Let f(x) =

∫ π
2
+2 sinx

0

sin(y + x cos y) dy. It follows that f ′(0) = ? 《台大B》

《解》 � f ′(x) =

∫ π
2
+2sinx

0

cos(y + x cos y) · cos y dy

+ sin
[π
2
+ 2 sin x+ x cos(

π

2
+ 2 sin x)

]
· 2 cosx

故

f ′(0) = sin(
π

2
) · 2 cos 0 +

∫ π
2

0

cos2 y dy

= 2 +

∫ π
2

0

1 + cos 2y

2
dy

= 2 + (
y

2
+

1

4
sin 2y)

∣∣∣π2
0
= 2 +

π

4

5. 試證

∫ ∞
0

sin x

x
=

π

2
。

《証》 � 令 F (α) =

∫ ∞
0

e−αx sin x
x

dx , 則

dF

dα
=

∫ ∞
0

∂

∂α
(
e−αx sin x

x
) dx =

∫ ∞
0

−xe−αx sin x
x

dx = −
∫ ∞
0

e−αx sin x dx

= − 1

α2 + 1
(−αe−αx sin x− e−αx cosx)

∣∣∣∞
0

= − 1

α2 + 1

故 ∫
dF =

∫ −1

α2 + 1
dα ⇒ F (α) = − tan−1 α + c

取 α → ∞ , 則

lim
α→∞

F (α) = lim
α→∞

∫ ∞
0

e−αx sin x
x

dx = 0 = −π

2
+ c

故 c =
π

2
, 即 F (α) = − tan−1 α +

π

2
, 因此

F (0) =

∫ ∞
0

sin x

x
dx = − tan−1 0 +

π

2
=

π

2
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x

y
y2 = 2px

y = p/2
R

《解》 � ∫∫
R

xy2 dx dy =

∫ x= p
2

x=0

∫ y=
√
2px

y=−√2px
xy2 dy dx

=

∫ x= p
2

x=0

2

3
x
√

(2px)3 dx =
2

3
· (2p) 3

2

∫ p
2

0

x
5
2 dx

=
2

3
· (2p) 3

2 · 2
7
x

7
2

∣∣∣ p2
0
=

2

3
· (2p) 3

2 · 2
7
· (p
2
)
7
2

=
p5

21

7. If a and b are positive constants and if max{p , q} denotes the maximum between

the numbers p and q, the iterated integral

∫ a

0

∫ b

0

emax{b2x2 , a2y2}dydx = ?

《台大B》

x

y

y = b
y =

b

a
x

x = a

b

a

R1

R2

《解》 � 令 R 的區域為 x = 0 、 x = a 、 y = 0 、 y = b 所圍的區域 (如圖) 。 現將 R 分成 R1

(a2y2 > b2x2) 兩區域 及 R2 (b2x2 > a2y2) , 故∫ a

0

∫ b

0

emax{b2x2 , a2y2}dydx =

∫∫
R

emax{b2x2 , a2y2}dydx
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11. (a)

∫ 1

0

∫ 1

0

x− y

(x+ y)3
dy dx (b)

∫ 1

0

∫ 1

0

x− y

(x+ y)3
dx dy

(c) Do the answers contradict Fubini’s Theorem ? Explain why ?

《解》 � (a) 因

∫ y=1

y=0

x− y

(x+ y)3
dy =

∫ y=1

y=0

2x− (x+ y)

(x+ y)3
dy

=

∫ y=1

y=0

2x

(x+ y)3
dy +

∫ y=1

y=0

− 1

(x+ y)2
dy

= − x

(x+ y)2

∣∣∣y=1

y=0
+

1

x+ y

∣∣∣y=1

y=0
=

1

(1 + x)2∫ 1

0

∫ 1

0

x− y

(x+ y)3
dy dx =

∫ 1

0

1

(1 + x)2
dx = − 1

1 + x

∣∣∣1
0
=

1

2

(b) ∫ 1

0

∫ 1

0

x− y

(x+ y)3
dx dy =

∫ 1

0

− 1

(1 + y)2
dy =

1

1 + y

∣∣∣1
0
= −1

2

(c) 因 lim
(x,y)→(0,0)

x− y

(x+ y)3
= 不存在 , 即在積分的區域中 , 函數

x− y

(x+ y)3
不為

有界 (bounded) 的函數 , 故 Fubini’s theorem 不成立 , 因此∫ 1

0

∫ 1

0

x− y

(x+ y)3
dy dx �=

∫ 1

0

∫ 1

0

x− y

(x+ y)3
dx dy

12. 求

∫ 1

0

ln(1 + x2)

x2
dx

《解》 � 因
ln(1 + x2)

x2
=

∫ y=1

y=0

∂

∂y
(
ln(1 + yx2)

x2
) dy =

∫ 1

0

1

1 + yx2
dy , x > 0 , 故

∫ 1

0

ln(1 + x2)

x2
dx =

∫ 1

0

{
∫ 1

0

1

1 + yx2
dy} dx =

∫ 1

0

{
∫ 1

0

1

1 + yx2
dx} dy

=

∫ 1

0

tan−1(x
√
y)√

y

∣∣∣x=1

x=0
dy =

∫ 1

0

tan−1(
√
y)√

y
dy

=

∫ 1

0

tan−1(
√
y) · 2d(√y )

= 2{√y · tan−1(√y)
∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

√
y · d(tan−1(√y))}

= 2{π
4
− 1

2
ln(1 + y)

∣∣∣1
0
} =

π

2
− ln 2
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=

∫ 1

−1

∫ √
1−y2

−
√

1−y2
(2− y − z) dz dy

= 4

∫ 1

−1

√
1− y2dy − 2

∫ 1

−1
y
√
1− y2 dy

= 8

∫ π
2

0

cos2 θ dθ = 2π

(c) 體積為

V =

∫ y=1

y=−2

∫ z=2−y

z=y2

∫ x=
√

z−y2

x=−
√

z−y2
dx dz dy

= 2

∫ 1

−2

∫ 2−y

y2

√
z − y2 dz dy

=
4

3

∫ 1

−2
(2− y − y2)3/2 dy

=
4

3

∫ 1

−2
{9
4
− (y +

1

2
)2}3/2 dy ( 令 u = y +

1

2
)

=
4

3

∫ 3
2

− 3
2

{(3
2
)2 − u2}3/2 du =

81π

32

(d)

z

x

y

2x2 + z2 = 1

3y2 + z2 = 1 D

1

1√
2

1√
3

Ryz

y

z

3y2 + z2 = 1

1√
3

1

Ryz

設 Ryz 為區域 D 在 yz 平面上的投影, 則 Ryz : 3y2 + z2 = 1 , 故體積為

V = 8

∫∫∫
D

dxdydz = 8

∫∫
Ryz

∫ x=

√
1−z2

2

x=0

dxdydz

= 8

∫∫
Ryz

√
1− z2

2
dydz = 8

∫ z=1

z=0

∫ y=

√
1−z2

3

y=0

√
1− z2

2
dydz

= 8

∫∫ z=1

z=0

1− z2√
6

dz =
8√
6
· 2
3
=

16

3
√
6

yyd
矩形

yyd
矩形
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32. Let R be the region inside the ellipsoid
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, where a, b, c > 0, and

above the plane z = b− y, then the volume of the region R is . 《台聯》

z1

y1

y21 + z21 = 1

1

cw + bw = b

Ruvw

d

d

w

v

《解》 �
(1) 在 x2

1 + y21 + z21 = 1 內及平面 z1 = d 上的區域的體積為 V1, 則

V1 =

∫ z1=1

z1=d

π · (1− z21) dz1 = π (
d3

3
− d+

2

3
)

(2) 設 R 的體積為 V , 令 u =
x

a
、 v =

y

b
、 w =

z

c
, 代回區域 R 中可得 Ruvw 為

u2 + v2 + w2 = 1 內及平面 cw = b− bv 上

所圍的區域, 令 Ruvw 的體積為 V2 , 因 dxdydz = abc dudvdw, 故 V = abcV2 , 又原

點到平面 cw + bv = b 的距離為

d =
|0 + 0− b|√

b2 + c2
=

b√
b2 + c2

故 R 的體積為 V = abc V2 = abc · π ·
[ 1
3
(

b√
b2 + c2

)3 − b√
b2 + c2

+
2

3

]

YYD
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故

∣∣∣ ∂(x , y , z)
∂(u , v , w)

∣∣∣ = abc

2
w−

1
2 , 且 D 在第一象限的區域為 Duvw , 則

Duvw : u2 + v2 + w2 ≤ 1 , (u , v , w ≥ 0)

再令 ⎧⎨
⎩

u = ρ sinφ cos θ

v = ρ sin φ sin θ

w = ρ cos θ

⇒
∣∣∣∂(u , v , w)
∂(ρ , θ , φ)

∣∣∣ = ρ2 sinφ

設 Duvw 用 ρ 、 φ 、 θ 表示為 Dρφθ , 則

Dρφθ ; 0 ≤ ρ ≤ 1 , 0 ≤ φ ≤ π

2
, 0 ≤ θ ≤ π

2

∫∫∫
D

dx dy dz = 8

∫∫∫
Duvw

abc

2
w−

1
2 du dv dw

= 8

∫∫
Dρφθ

abc

2
(ρ cosφ)−

1
2 ρ2 sinφ dρ dφ dθ

= 8

∫ θ=π
2

θ=0

∫ φ=π
2

φ=0

∫ ρ=1

ρ=0

abc

2
(ρ cosφ)−

1
2 · ρ2 sinφ dρ dφ dθ

= 4abc

∫ π
2

0

dθ ·
∫ π

2

0

cos−
1
2 φ sinφ dφ ·

∫ 1

0

ρ
3
2 dρ

= 4abc · (θ
∣∣∣π2
0
) · (−2 cos

1
2 φ
∣∣∣π2
0
) · (2

5
ρ

5
2

∣∣∣1
0
)

= 4abc · π
2
· 2 · 2

5
=

8π

5
abc

23. 求曲面 (
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
)
3
2 =

x2

a2
+

y2

b2
所圍區域 D 之體積 。

《解》 � 令

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

u =
x

a

v =
y

b

w =
z

c

⇒
∣∣∣ ∂(x , y , z)
∂(u , v , w)

∣∣∣ = abc

則區域 Duvw 的方程式為 (u2 + v2 + w2)
3
2 = u2 + v2 , 再令⎧⎨

⎩
u = ρ sinφ cos θ

v = ρ sin φ sin θ

w = ρ cosφ

⇒
∣∣∣∂(u , v , w)
∂(ρ , θ , φ)

∣∣∣ = ρ2 sinφ

YYD
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習 題 解 答

1.
4

9

2.
1

4

3. 2π{
√
1 + a2 − 1}

4.
π

2

5. π(cosπ2 − cos 4π2)

6. 2π

7.
32

9

8.
3

4
π

9.
π

6
(5
√
5− 1)

10. π(e−1 − e−4)

11. 2
√
3π

12.
a2

16
π2

13.
32

9

14.
3

4
(e− e−1)

15.
9

4
(e− e−1)

16.
π4

3

17.
13

3
(1− 1

2
sin 2)

18. sin 1 · 3
2

19.
13

3
(e− e−1)

20. 4 · (5e4 − 1)

21. 2π · √π

22.
1

8

23. 2

24. ln 5 · {tan−1 5− tan−1 1}
25. −24

25

26.
4
√
2

3

27.
1

2
ln 2 · (e2 − e)

28. (e−1 − e−4) · ln 3
29. 3 ln 2 (e−

1
2 − e−2)

30. 4π(2− tan−1 2)

31.
4

15
π

32. 4π(sin
√
2− sin 1 )

33.
πa3

6

34. (a)
4π

3
abc (b) 0

35.
abc

90
36. 2π

37.
7

2
π

38.
π

2

39. −512

9
+

128

3
π

40.
10

3
π

41.
a3bc

3
π

42.

√
2

3
π

43. π

44.
1

6
(e3 − 1) · (−1 + e)π

superyu
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4. 求

∮
C

(x+ y)2 dx− (x2 + y2) dy , C 為以 (1 , 1) 、 (3 , 2) 、 (2 , 5) 為頂點的三角形的

邊界 。

x

y

A(1, 1)

B(3, 2)

D(2, 5)

《解》 �
#    »
AB = (2 , 1) 、

#    »
AD = (1 , 4) , ΔABD 的面積為

A =
1

2
| #    »
AB × #    »

AD| = 7

2

且 ΔABD 的形心為 (x , y) , 其中

x =
1

3
(1 + 3 + 2) = 2 , y =

1

3
(1 + 2 + 5) =

8

3

故 ∮
C

(x+ y)2 dx− (x2 + y2) dy =

∫∫
R

{ ∂

∂x
(−(x2 + y2))− ∂

∂y
(x+ y)2} dx dy

=

∫∫
R

(−4x− 2y) dx dy = (−4x− 2y) · A

= (−4 · 2− 2 · 8
3
) · 7

2
= −140

3

5. 求 I =

∮
C

(
4x− y

4x2 + y2
dx+

x+ y

4x2 + y2
dy) , 其中 C 為內部包含原點且方向為逆時針的簡

單封閉曲線 。 《交大》

《解》 � 令 R 為 C 及 C1 所圍的區域 , 其中 C1 的方程式為 4x2 + y2 = ρ2 (ρ → 0+), 即 C1

為以原點為中心的橢圓 (如圖) , 又

∂

∂x
(

x+ y

4x2 + y2
) =

∂

∂y
(
4x− y

4x2 + y2
)

YYD
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《解》 � 令 R 為 C 及 C1 所圍的區域 , 其中 C1 的方程式為 x2 + y2 = ρ2 (ρ → 0+), 即 C1

為以原點為中心的圓 (如圖) , 又

∂

∂x
(

x

x2 + y2
) =

∂

∂y
(

−y

x2 + y2
)

且
−y

x2 + y2
、

x

x2 + y2
, 在 R 中函數及一階偏導數連續 , 故由第 559 頁的複連通

Green’s 定理可知∮
C

−y dx+ x dy

x2 + y2
=

∮
C1

−y dx+ x dy

x2 + y2
( C1 : x = ρ cos θ 、 y = ρ sin θ )

=

∫ 2π

0

−ρ sin θd(ρ cos θ) + ρ cos θd(ρ sin θ)

ρ2
=

∫ 2π

0

dθ = 2π

《另解》 令曲線 C 的參數式為 C : x = r(θ) cos θ 、 y = r(θ) sin θ , 且 θ = 0 ∼ 2π , 故∮
C

−y dx+ x dy

x2 + y2
=

∫ θ=2π

θ=0

−r(θ) sin θ d(r(θ) cos θ) + r(θ) cos θ d(r(θ) sin θ)

r2 cos2 θ + r2 sin2 θ

=

∫ 2π

0

−r sin θ cos θ dr + r2 sin2 θ dθ + r cos θ sin θ dr + r2 cos2 θ dθ

r2

=

∫ 2π

0

dθ = 2π

7. Compute the line integral

∮
C

− y3

(x2 + y2)2
dx +

xy2

x2 + y2
dy, where C is the circle

x2 + y2 = 4 in the counterclockwise direction. 《中山機電》

《解》 � C : x2 + y2 = 4 的參數式為

{
x = 2 cos θ

y = 2 sin θ
; θ = 0 ∼ 2π , 故

∮
C

− y3

(x2 + y2)2
dx+

xy2

x2 + y2
dy

=

∫ θ=2π

θ=0

{−(2 sin θ)3

42
d(2 cos θ) +

2 cos θ · (2 sin θ)2
4

d(2 sin θ)}

=

∫ θ=2π

θ=0

(sin4 θ + 4 cos2 θ · sin2 θ) dθ = 4 · 1
2
B(

5

2
,
1

2
) + 4 · 4 · 1

2
B(

3

2
,
3

2
)

=
3

4
π + π =

7

4
π

8. Evaluate the line integral

∮
C

−y3dx+ xy2dy

(x2 + y2)2
, where C is the ellipse x2 + 4y2 = 4.

YYD
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《解》 � 令曲面 z = y2 − x2 與柱面 x2 + y2 = 1 相交的區域 S , 投影到 xy 平面上的區域為

R , 故 R 的方程式為 z = 0 、 x2 + y2 = 1 , 則

dA =

√
1 + (

∂z

∂x
)2 + (

∂z

∂y
)2 dx dy =

√
1 + 4x2 + 4y2 dx dy

A =

∫∫
S

dA =

∫∫
R

√
1 + (

∂z

∂x
)2 + (

∂z

∂y
)2 dx dy

=

∫∫
R

√
1 + 4x2 + 4y2 dx dy

( 令 x = r cos θ 、 y = r sin θ 、 0 ≤ r ≤ 1 , 0 ≤ θ ≤ 2π )

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

√
1 + 4r2 r drdθ =

∫ 2π

0

1

12
(1 + 4r2)

3
2

∣∣∣1
0
dθ

=
1

12
(5
√
5− 1)

∫ 2π

0

dθ =
π

6
(5
√
5− 1)

6. Let T be the surface in R
3 given by the equation 《台大A》

(
√

x2 + y2 − 2)2 + z2 = 1

Compute the surface integral

∫
T

|z| dS , where dS denote the element of surface.

《解》 � 令 F (x , y , z) = (
√

x2 + y2 − 2)2 + z2 = 1 , 故

∂z

∂x
= −Fx

Fz

= −x(
√

x2 + y2 − 2)√
x2 + y2 z

;
∂z

∂y
= −Fy

Fz

= −y(
√
x2 + y2 − 2)√
x2 + y2 z

故

dS =

√
(
∂z

∂x
)2 + (

∂z

∂y
)2 + 1 dxdy

=

√
(
√

x2 + y2 − 2)2 + z2

z2
dxdy ( 代入 (

√
x2 + y2 − 2)2 + z2 = 1 )

=
1

|z| dxdy

令 z = 0 , 可得

(
√

x2 + y2 − 2)2 = 1 ⇒
√
x2 + y2 − 2 = ±1

yyd
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即 T 投影在 xy 平面上的區域 Rxy 為 1 ≤
√
x2 + y2 ≤ 3 , 又 z 用 −z 代回 T 的方程

式

(
√

x2 + y2 − 2)2 + z2 = 1

方程式不變 , 故 T 的圖形對稱 xy 平面 , 因 T 在 xy 平面上的投影的區域為 Rxy , 故∫
T

|z| dS = 2

∫
(T , z≥0)

z dS = 2

∫∫
Rxy

z · 1
z
dxdy

= 2

∫∫
Rxy

dxdy = 2[π · 32 − π · 12]
= 16π

7. Evaluate the integral

∫∫
S

xy dS, where the surface 《台綜大C》

S = {(x , y , z) | x2 + y2 = 1 , x ≥ 0 , y ≥ 0 , 0 ≤ z ≤ 1}

《解》 � 令 x = cos θ 、 y = sin θ 、 z = z , θ = 0 ∼ π

2
, 0 ≤ z ≤ 1 ,

且圓柱側面的 dS = 1 · dθ dz , 故∫∫
S

xy dS =

∫ z=1

z=0

∫ θ=π
2

θ=0

cos θ · sin θ dθ dz =

∫ z=1

z=0

1

2
sin2 θ

∣∣∣π2
0
dz =

1

2

8. Determine the surface integral of function f = x2z over the entire surface of the

circular cylinder of height h which stands on the circle x2+y2 = 4 as shown below.

《交大》

x

y

z

S1

S2 : x2 + y2 = 4

S3 : z = h

x2 + y2 = 4

《解》 � 令曲面 S = S1 + S2 + S3 , 如圖

yyd
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15. Let
#»

F (x , y , z) =
x

#»
i + y

#»
j + z

#»

k

(x2 + y2 + z2)
3
2

and let D = {(x , y , z) | x
2

4
+

y2

4
+

z2

9
= 1}.

Find the flux of
#»
F outward across the boundary of D. 《台綜大C》

x

y

z

S1 : x2 + y2 + z2 = ρ2

D =
x2

4
+

y2

4
+

z2

9
= 1 (示意圖)#»r

#»n = −
#»r

ρ2 T1

《解》 � 令 #»r = x
#»
i + y

#»
j + z

#»

k , R = | #»r | =
√

x2 + y2 + z2, 則

∇ · (
#»r

R3
) = ∇ 1

R3
· #»r +

1

R3
(∇ · #»r ) = − 3

R4

#»r

R
· #»r +

3

R3
= 0

令 S1 為球心為原點, 半徑為 ρ (ρ → 0+) 之球面, 即 S1 的方程式為

φ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 = ρ2

再令 D + S1 的曲面所圍的區域為 T1 。 故
#»r

R3
在曲面 D + S1 上及 T1 內 , 函數及一階

偏導數均為連續 , 由 Gauss’s 散度定理可知∫∫
D+S1

(
#»r

R3
· #»n )dA =

∫∫
D

(
#»r

R3
· #»n )dA+

∫∫
S1

(
#»r

R3
· #»n )dA

=

∫∫∫
T1

(∇ ·
#»r

R3
) dxdydz = 0

故 ∫∫
D

#»r

R3
· #»ndA = −

∫∫
S1

#»r

R3
· #»ndA

因 S1 的方程式為 φ = x2 + y2 + z2 = ρ2 , 故 S1 的單位法向量為

#»n = ± ∇φ

|∇φ| = ± x
#»
i + y

#»
j + z

#»

k√
x2 + y2 + z2

= ±
#»r

ρ

因 Gauss’s 散度定理規定, 曲面的單位法向為指離區域的向量, 故 #»n 必須要取負號 , 即

#»n = −
#»r

ρ
, 因此

#»

F 對曲面 D 的 flux 為∫∫
D

(
#»r

R3
· #»n )dA = −

∫∫
S1

(
#»r

R3
· #»n )dA = −

∫∫
S1

(
#»r

ρ3
) · (−

#»r

ρ
)dA

=

∫∫
S1

1

ρ2
dA =

1

ρ2
· 4πρ2 = 4π
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