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第 0 章基礎數學

0.1 數學常見的符號

1. ∀ : for all ( 所有的 ) ; ∃ : exist ( 存在 )

2. � : such that ( 使得 s.t. )

3. ⇒ : 蘊涵

4. ∈ : belong to ( 屬於 ) ; ⊂ : subset ( 包含於 ) ; ⊃ : 包含

0.2 集合

0.2.1 集合的表示法

1. 表列式 : A = {α , β , γ } , 其中 α 、 β 、 γ 稱為集合 A 的元素 , 且 α 與 A 的關係表成 α ∈ A

唸成 α 屬 A 。

2. 構造式 : A = { x | p(x) } 或 A = { x : p(x) }
3. 數集 :

(1) 自然數 (natural number) 或稱為計物數 : N 。

(2) 整數 (integer) : Z , Z 的來源為取自於德語 Zahlen (意為”數”) 的字首 。

(3) 有理數 (rational number) (分數)(可比的數) : Q , Q 的來源為取自於 quotient (商) 的

字首 。

(4) 實數 (real number) (有理數加無理數) : R 。

(5) 無理數 (irrational number) (不能用分數表示者) : R\Q 。
(6) 複數 (complex number) : C 。

4. 區間 (實數之集合) : 設 a 、 b ∈ R

(1) 有限區間

(a) 閉區間 : [a , b] = {x | a ≤ x ≤ b}
(b) 開區間 : (a , b) = {x | a < x < b}
(c) 半開半閉區間 : (a , b] = {x | a < x ≤ b} 、 [a , b) = {x | a ≤ x < b}

1
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(2) 無限區間

(a) [a , ∞) = {x | x ≥ a} ; (a , ∞) = {x | x > a}
(b) (−∞ , b] = {x | x ≤ b} ; (−∞ , b) = {x | x < b}
(c) (−∞ , ∞) = {x | x ∈ R)

0.2.2 集合的基本運算

設 A 、 B 、 C 為三個集合

1. 集合種類 :

(1) 空集合 : ∅ = { } = {x | x �= x}
(2) 子集合 (subsets) (即部分集合) : 若 A ⊂ B , 唸成 A ”包含於” B , 或 A 為 B 的子集合

(subset), 則 A 中所有的元素, 均屬於 B 。

(a) A ⊆ B 且 B ⊆ C , 則 A ⊆ C

(b) A ⊆ B 且 B ⊆ A , 則 A = B

2. 聯集 (Union) (全取的部分) : A ∪B = {x | x ∈ A 或 x ∈ B}
用文氏圖 (Venn diagram) 表示如下 :

A B

A ∪ B

(1) x ∈ A ∪ B 若且唯若 (if and only if) x ∈ A 或 x ∈ B 。

(2) x �∈ A ∪ B 若且唯若 (if and only if) x �∈ A 且 x �∈ B 。

(3) A ∪ B = B ∪ A 。 (交換律)

(4) A ∪ B ∪ C = A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C 。 (結合律)

(5) A ∪ B = ∅ 若且唯若 (if and only if) A = B = ∅ 。
3. 交集 (Intersection) (共同的部分) : A ∩ B = {x | x ∈ A 且 x ∈ B}

用文氏圖 (Venn diagram) 表示如下 :

A B

A ∩ B

(1) x ∈ A ∩ B 若且唯若 (if and only if) x ∈ A 且 x ∈ B 。

(2) x �∈ A ∩ B 若且唯若 (if and only if) x �∈ A 或 x �∈ B 。

(3) A ⊆ (A ∪ B) , (A ∩ B) ⊆ A 。

(4) A ∩ (A ∪B) = A , A ∪ (A ∩ B) = A 。

(5) A ∪ ∅ = A , A ∩ ∅ = ∅ 。
(6) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) 。 (分配律)
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4. 差集 (剩餘的部分) : 用文氏圖 (Venn diagram) 表示如下 :

A B

A \B B \ A

(1) A− B = A\B = {x | x ∈ A 且 x /∈ B}
(2) B − A = B\A = {x | x ∈ B 且 x /∈ A}

5. 積集 (創新的部分)

(1) R× R = R2 = {(x , y) | x ∈ R , y ∈ R} 二維空間 。

x (R)

y (R)

R2

(2) A× B = {(x , y) | x ∈ A , y ∈ B} �= B ×A

(4) [1 , 2]× [3 , 4] = {(x , y) | 1 ≤ x ≤ 2 , 3 ≤ y ≤ 4}
(5) R× R× R = R3 = {(x , y , z) | x , y , z ∈ R} 三維空間 。

x (R)

y (R)

z (R)

R3

(4) A× B × C = {(x , y , z) | x ∈ A , y ∈ B , z ∈ C}

0.3 函數

0.3.1 定義

設 A 、 B 是兩個非空集合 , 若對所有的 α ∈ A , 恰有一個 β ∈ B 作為 α 的對應元素 , 則稱為從 A

映至 B 的一個函數 , 一般表成 f : A → B 。

1. A 稱為函數的定義域 (domain) 、 B 稱為函數的對應集合 (codomain)。

2. 定義域中的元素 α (α ∈ A) , 它所對應的元素 β , 稱為 α 的函數值或像 (image) , 一般用 f(α)

來表示 。
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3. 集合 {f(α) | α ∈ A} , 稱為函數 f 的值域 (range) 或像集 (image) , 一般用 f(A) 或 R(f) 或

Im(f) 來表示 。

4. 函數 f : A → B, 且 ∀β ∈ B 至少是一個 α ∈ A 的像, 則稱 f 為映成 (onto) 函數或蓋射

(surjective) 。

a

b

c

d

A B

1

2

3

f

5. 函數 f : A → B , 對不同的 A 中元素, 具有相異的 B 中元素對應時, 則稱 f 為一對一 (one to

one ) 函數或嵌射 (injective), 記作 1-1 函數 。

a

b

c

A B

1

2

3

4

f

6. 若函數 f : A → B 為一對一映成時 , 則稱 f 為 1-1 映成函數或對射 (bijective) 。

函數要 1-1 映成才具有反函數 。

a

b

c

d

A B

1

2

3

4

f

7. f : x → y 亦可表示成 y = f(x) 。 x 稱為函數 f 的自變數 (independent variable) ,

y 稱為函數 f 的因變數 (dependent variable)。

0.3.2 合成函數 (composite function)

1. 定義 : (函數的變數為另外一個函數) 設 D 、 E 、 F 是三個非空集合 , 且

g : D → E ; f : E → F

是二個函數 , 若函數 h : D → F 定義成 h(x) = (f ◦ g)(x) = f(g(x))

則函數 h 稱為函數 f 與函數 g 的合成函數 。

2. 推廣 : h(x) = (f ◦ g ◦ u)(x) = f(g(u(x)))
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0.3.3 反函數 (inverse function)

1. 定義 : 設函數為 f : x → y 或 y = f(x) , 在區間 [a , b] 中為 1-1 映成函數 , 則 f 的反函數可

定義成 f−1 : y → x 或 x = f−1(y) 。

2. cancellation equations : f−1(f(x)) = x 、 f(f−1(y)) = y 。

0.3.4 多項式 (Polynomial) 與分式 (Rational algebraic function)

1. 多項式的定義 : 多項式 f(x) 乃是變數 x 的非負整數次冪 , 有限項的線性組合 。 多項式 f(x) 中

變數 x 最高次的次數 , 稱為多項式 f(x) 的次數 , 以 deg{f(x)} 來表示 。

2. 多項式 f(x) = g(x) :

(1) f(x) 與 g(x) 所對應的同次項係數相等 。

(2) 任意的 x 值代入 , 則 f(x) 與 g(x) 等值 。

3. 常見的因式分解 :

(1) x2 − y2 = (x+ y)(x− y)

(2) x3 − y3 = (x− y)(x2 + xy + y2)

(3) xn − yn = (x− y)(xn−1 + xn−2y + · · ·+ xyn−2 + yn−1)

推論 : 常用的有理化公式 :
√
a−

√
b =

a− b√
a+

√
b

, 3
√
a− 3

√
b =

a− b
3
√
a2 + 3

√
ab+

3
√
b2

4. 二項式定理 :

(1) (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2

(2) (x+ y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

(3) (1 + x)n = Cn
0 + Cn

1 x+ Cn
2 x2 + · · ·+ Cn

n xn ; (n ∈ N)

其中 Cn
m =

n!

(n−m)!m!
=

n(n− 1)(n− 2) · · · (n−m+ 1)

m!

5. 分式的定義 : 設 P (x) 、 Q(x) 為多項式 , 則分式(有理式) 定義成 f(x) =
P (x)

Q(x)
。

(1) 當 deg{P (x)} ≥ deg{Q(x)} 時 , 即分子的次數不小於分母的次數時 , 分式 f(x) 稱

為假分式 。 假分式可經由長除法化成帶分式 。 ( deg{P (x)} 為 P (x) 的次數 )

(2) 當 deg{P (x)} < deg{Q(x)} 時 , 即分子的次數小於分母的次數時 ,

分式 f(x) 稱為真分式 。
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0.3.5 指數 (exponential) 與對數函數 (logarithmic function)

1. 指數律 : 設 m 、 n ∈ Z , a 、 b 為非零之實數 , 定義 a0 = 1 ( 00 無定義 ) 及 a−n =
1

an
, 則

(1) am · an = am+n 、
am

an
= am−n 。

(2) (am)n = amn 、 (a · b)n = an · bn 。
(3) m

√
an = a

n
m , 其中 (a > 0) 。

2. 若 a > 0 且 a �= 1 、 x ∈ R, 則 f(x) = ax 稱為以 a 為底的指數函數 , 且亦滿足指數律 。

3. 以 a 為底的指數函數 ax 的反函數 , 稱為以 a 為底的對數函數記為 loga , 即

y = ax ⇒ x = loga y , 其中 y 稱為真數 。

4. 對數函數之基本運算 : 設 a 、 b > 0 ; a 、 b �= 1 、 x > 0 、 y > 0

(1) loge x = ln x , 其中 e = 2.71828182845904523536 · · ·
(2) aloga x = x 、 loga(a

x) = x 、 elnx = x 、 ln(ex) = x

(3) ax = eln(a
x)

(4) ln e = 1 、 ln 1 = 0 、 ln 0+ = −∞ 、 ln∞ = ∞
(5) ln(x y) = ln x+ ln y ; ln

x

y
= lnx− ln y

(6) ln xp = p ln x ; ( p ∈ R )

(7) loga x =
logb x

logb a
; (換底)

0.3.6 三角函數

1. 三角函數的定義

(1) 單位圓

x x

yy

sin θ

tan θ

sec θ cos θ
cot θ

csc θ1 1
θ θ


